Funciones de Correlacion Temporal

= Contienen informacion sobre la dinamica a nivel microscépico

= A partir de éllas se pueden calcular coeficientes de transporte y otras propiedades
macroscopicas (Coeficiente de autodifusion, Viscosidad, Constante dieléctrica, Con-
ductividad, etc)

1. Definicién y Propiedades Generales

Consideremos un sistema de N particulas. Una variable dindmica cualquiera A(t)
dependera, en principio, de las posiciones y velocidades de todas las particulas:

A(t) = A[PY(1), - 5 (1) (1)
donde hemos definido:

() = {7, Py PN () = {P - P (2)
La funcién de correlacion temporal de dos variables dindmicas A(t) y B(t) se define como:

Cap(t', ") = (A(t")B(t")) (3)

» Supondremos que el sistema estd en equilibrio. En este caso, Cyp(t',t"”) depende
unicamente de la diferencia de tiempos ¢ — t”.

e llamamos t” = s, t' = s 4+ t. Habitualmente se toma s = 0 y se escribe:

Can(t) = (A(t)B(0)) (4)
» Ademds Cap(t) serd invariante bajo traslacién temporal, ello implica:

CAB(t) = EAGBOAB(—t)
eaep(A(=1)B(0)) = eaep(A(0)B(-1))
= EAEBCBA(t) (5)



= Donde € corresponde a la signatura de las variables:

A(—t esA(t)
B(—t) = egB(t) (6)

s Caso particular: A y B son la misma variable:

= C44(t) = Funcién de autocorrelacion,
que sera siempre una funcién par:

Caa(—t) = Caalt) (7)
Si AA es una magnitud compleja, se define,
Caa(t) = (A(t)A*(0)) (8)

de esta forma la funcién de correlacion Cy4(t) resultante es real.

= Para tiempos largos la correlacion desaparecera:
lim Cap(t) = (4)(B) 9
Debido a ello, es mas conveniente definir la funcién de correlacion como
Can(t) = ([A() — (A)[B(O) — (BY]) (10)
con lo cual la funcién de correlacion resultante tendera a cero para tiempos largos:

lim Cap(t) = 0 (11)

» Ello nos permite definir la transformada de Fourier [0 espectro de frecuencias]
CAB(w):
1 e}
Cap(w) = / eapliwt)Cap(t)dt (12)

T2 o

» La transformada de Fourier de una funcién de autocorrelacién es siempre real:
1 yoe 1 [
Canlw) = 5 / capliot)Can(t)dt = — / cos(wt)Caa(t)dt (13)
T J—o0 T JOo

» En este caso, la Densidad espectral [o Espectro de Frecuencias] Sa(w) se define
como:

Sa(w) /0 ™ cos(wt)Caalt)dt (14)



2. Funcion de autocorrelacion de velocidades

Como ejemplo de funcién de correlacion temporal vamos a cosiderar la funcion de
autocorrelacion de la velocidad de una particula de un liquido:

Cy(t) = (d(t) - (0)) (15)

que es una medida de la proyeccién de la velocidad 9(t) sobre la velovidad inicial 7(0),
promediada sobre todas las condiciones iniciales posibles.

= En el caso de un sistema monoatomico, su valor inicial es:
KgT
m

(16)

C,(0) = (#(0) - 7(0)) = (v?) = 3

= Su integral estd relacionada con el Coeficient de autodifusion (D)), que segun la
relacion de Einstein es:

D = lim —([7(t) — 7(0)*) (17)

t
ﬂﬂ—fm):/ﬂﬂﬂM£ (18)
0
Con lo cual, el desplazamiento cuadratico medio sera:
t t
(7e) — 7)) = [ ar [ aeiae) - ae") (19
0 0

Introducimos un cambio de variables, llamamos 7 = t' — ¢”. Nos queda:
t t—t’
([70) ~ 7)) = [at' [ drCi(r) (20)
0

—t/

Para resolver esta integral de superficie la descomponemos en dos partes y cambiamos el
orden de integracion:

t t—t' t t—t' t 0
Adtt/wﬁv):téﬁé dwuﬂ+4ﬁﬂwgm
- t/id O )/"t_Tdt’-ﬁ/0 droy7) [ e
=), 4rCu(7) |, G |
t 0
= [arcnt -7+ [ drCum)e+)
0 —t
t t
= [aram-n+ [ a7
0 0

:zéﬁwmﬂu—ﬂ (21)



siendo 7' = —7 y por lo tanto C,(7’) = C, (7). Asi pues nos queda:

(71~ 70 =2 [ (= r)Culr)r =2t [ (1 = ), ryir (22)

Si en esta ultima expresion tomamos el limite ¢ — oo obtenemos finalmente:

1 0
D= g/o Cy(T)dr (23)

Por otra parte, la densidad espectral asociada a la velocidad es:

S, (w) = /0 ™ cos(wt) (T(t) - #(0))dt (24)

» Por lo tanto, su valor inicial es: S,(0) = 3D

» En general, las funciones S,(w) presentan picos ( o bandas) localizados en las fre-
cuencias correspondientes a las vibraciones inter (o intra- moleculares. Se determinan
experimentalmente a partir de técnicas espectroscopicas ( Espectroscopia Infraroja,
Raman, etc).
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